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ТЕОРЕТИКО-ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ ВИКОРИСТАННЯ ЦІЛЬОВОГО 
ПРОГРАМУВАННЯ В ЗАДАЧАХ РОЗПОДІЛУ РЕСУРСІВ 

Вступ. Задача розподілу ресурсів одна з найпо-
ширеніших в економіці. В цілому проблема розподілу 
полягає в розміщенні ресурсів між конкуруючими 
альтернативами, маючи за мету або отримання міні-
муму загальних витрат, або максимуму загальної від-
дачі. Основними складовими цієї проблеми є: певна 
кількість обмежених ресурсів; набір завдань, необхід-
них для виконання, реалізація кожного з яких потре-
бує певної кількості ресурсів; набір витрат або віддачі 
для кожного завдання та ресурсу. Проблема полягає 
у визначенні того, яку частину кожного ресурсу виді-
лити на кожне завдання або у виборі тих завдань, які 
принесуть найкращу віддачу у разі отримання на їх 
реалізацію обмежених ресурсів. Актуальність про-
блеми не викликає сумнівів, оскільки всі без виклю-
чення ресурси є обмеженими. 

Вирішенню цієї оптимізаційної проблеми прис-
вячені роботи  українських та зарубіжних вчених [1-
10 та інші]. Проведемо стислий аналіз зазначених пу-
блікацій.  

Опис різних підходив та методик до розподілу 
обмежених ресурсів в управлінні проєктами предста-
влено в роботах Ю. Вереса [1], В. Галіцина та О. Су-
слова [2]. При цьому розглядаються різні умови та 
алгоритми виділення ресурсів з урахуванням різних 
обмежень при виконанні проєктів. Серед розглянутих 
виділяються такі механізми: календарного плану-
вання, з використанням пріоритетів, з використан-
ням конкурсних методик, управління портфелями 
проєктів, для реалізації яких пропонується застосу-
вання апарату теорії нечітких множин. 

В роботі О. Вереса, Ю. Вереса та А. Катренко [3] 
досліджено питання розроблення структури системи 
підтримки прийнятих рішень (СППР), яка розв’язу-
ватиме задачі оптимального розподілу обмежених ре-
сурсів та процесів оперативного управління їх пере-
розподілу, запропоновано декілька різних структур 
СППР залежно від типів розв’язуваних задач та ме-
тодів їх розв’язання. 

Робота А. Вороніна та А. Савченко [4] містить 
підхід до моделювання процесу розподілу обмеже-
ного ресурсу з акцентом на недопустимість пору-
шення нижньої межі його використання для кожного 
окремого (парціального) випадку. Такі задачі особ-
ливо актуальні в медицині, авіаційній галузі, хімічній 
промисловості тощо, коли отримання ресурсу в кіль-
кості меншій, ніж фізіологічно (технологічно, техні-
чно) необхідно призводить до руйнування систем, що 
досліджується. 

Специфічним питанням розподілу ресурсів в 
операційних системах реального часу (ОСРЧ, англ. 
Real-Time Operating System, RTOS) вбудованих і кібе-
рфізичних систем, де суворі обмеження на час відгуку 
та пам’ять критичні для безпеки й надійності, при- 

свячено роботу О. Козельського [5], в якій запропо-
новано метод тензорної декомпозиції, інтегрований у 
ядро FreeRTOS, для адаптивного розподілу ресурсів в 
ОС з метою підвищення ефективності керування ре-
сурсами в режимі реального часу. 

Особливістю статті М. Новожилової, О. Чуб та 
О. Костенко [6] є дослідження і побудова інструмен-
тальних засобів моделювання та розв’язання задачі 
розподілу ресурсів з урахуванням так званого часо-
вого вікна – двобічних обмежень на час викорис-
тання ресурсів ─ як багатовимірної оптимізаційної 
задачі геометричного проєктування. Ця проблема має 
критичне значення, особливо в умовах ворожого зо-
внішнього середовища, надзвичайних ситуацій та 
військових операцій, і стосується таких сфер діяльно-
сті, як організація медичного обслуговування та пос-
тачання ліків, готельна справа, транспортне та ремо-
нтне обслуговування, комунальне господарство вели-
ких міст, сфера рітейлу тощо. 

В. Квашук, Ю. Рак та В. Бондаренко в своїй 
статті [7] запропонували інноваційні механізми роз-
поділу обмежених ресурсів при проєктно-орієнтова-
ному управлінні проєктами, портфелями проєктів і 
програм розвитку складних соціально-економічних 
систем у сфері цивільного захисту, виконання яких 
спрямоване на досягнення стану безпечної експлуа-
тації виробничих процесів за оптимального розподілу 
ресурсів. При цьому було розглянуто задачі мініміза-
ції очікуваного середньорічного збитку на об'єкті за 
рахунок вибору певного комплексу заходів; мініміза-
ції матеріальних та фінансових ресурсів, необхідних 
для забезпечення очікуваної шкоди (ризику) не вище 
за заданий рівень; вибору оптимальних витрат на уп-
равління ризиком надзвичайних ситуацій у сфері ци-
вільного захисту. 

В роботі А. Ахсун та Б. Еллі (Adaan Ahsun, Billy 
Elly) [8] акцентується увага на оптимізації розподілу 
фінансових, людських та технологічних ресурсів для 
підвищення ефективності проєкту, а також підкрес-
люється необхідність пріоритизації завдань на основі 
впливу на ключові етапи проєкту, що сприятиме 
своєчасному прогресу та узгодженню зі стратегіч-
ними цілями організації. 

Стаття В. Хе, В. Лі та В. Ванг (Wei He, Wenjing 
Li, Wei Wang) [9] містить підхід до оптимізації цілей 
в будівництві, що суперечать одна одній, на основі 
квантового генетичного алгоритму (КГА) для отри-
мання найкращого компромісного співвідношення 
між цими цілями, включаючи час, вартість та спожи-
вання енергії (СЕ).  

Пратама І.Н., Дачіар М. та Пратама Н.Р. (Ilham 
Nur Pratama, Muhammad Dachyar, Novandra Rhezza 
Pratama) [10] запропонували підхід до проектування 
інтегрованої системи оптимізації розподілу ресурсів 
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та завдань з використанням корпоративної архітек-
тури (Enterprise Architecture – EA) для підвищення 
ефективності управління проектами. Запропонова-
ний підхід інтегрує інформаційну систему управління 
проектами із системою оптимізації розподілу ресурсів 
та завдань, розробленою з використанням моделі ви-
падкового лісу та програмування природною мовою 
(Natural Language Programming – NLP).  

Аналіз наведених та інших літературних джерел 
показав, що при плануванні розподілу ресурсів не ро-
зглядається така важлива складова як різноманіття ці-
лей, досягнення яких може передбачати виконання 
багатьох проєктів. 

У зв’язку з цим, метою статті є запропонування 
підходу, який в поєднанні з раніше розглянутими пі-
дходами дасть змогу врахувати різноманіття цілей, що 
переслідуються під час виконання тих чи інших проє-
ктів. 

Виклад основного матеріалу. Проблема, з якою 
ми стикаємося, є багатоцільовою. В економіці та уп-
равлінні майже немає ситуацій, коли ухвалення рі-
шень здійснюється для досягнення лише однієї мети. 
Зазвичай перед особою чи колективом, відповідаль-
ними за виконання того чи іншого завдання (в тому 
числі, з розподілу ресурсів), стоять кілька цілей, які 
мають бути досягнуті або повністю, або певною мі-
рою. У разі особи, приймаючі рішення, мають справу 
з ситуаціями багатоцільової оптимізації. Їм дово-
диться вирішувати специфічні питання, пов’язані з 
невизначеністю цілей і несумісністю критеріїв. Для 
розв'язання подібних завдань запропоновано різні 
підходи та методи, серед яких слід зазначити оптимі-
зацію за Парето, інтерактивні методи: аналізу ієрар-
хій та ефективних множин, лексикографічну оптимі-
зацію (метод поступок), методи зведення до однок-
ритеріальних задач: метод головного критерію, метод 
згортки, метод цільового програмування тощо, які ві-
дрізняються математичним апаратом, програмним 
середовищем та ступенем складності реалізації [11, 
12]. 

Одним з таких підходів, що дозволяє розглянути 
досягнення кількох різних цілей, є цільове програму-
вання – розділ багатоцільової оптимізації, який, у 
свою чергу, є розділом багатокритеріального аналізу 
рішень (Multi-Criteria Decision Analysis – MCDA), пе-
ревагою якого є його простота та легкість викорис-
тання. Велика чисельність публікацій [11-24 та ін.] 
свідчить про це. 

Цільове програмування – це інструмент, запро-
понований А. Чарнсом, В. Купером та Р. Фергюсо-
ном (A. Charnes, W. Cooper, R. Ferguson) у 1955 році 
[13] як модель та підхід для аналізу проблем, що
включають кілька суперечливих цілей.

Саме термін «Цільове програмування» з'явився в 
роботі А. Чарнса та В. Купера [14] у 1961 році, а пер-
шим інженерним застосуванням цільового програму-
вання було проєктування та розміщення антен, що 
використовувалися на другому ступені ракети «Са-
турн-5» (Дж. Ігніціо (James Ignizio), 1962). Підхід було 
використано для запуску космічної капсули «Апо-
ллон», яка доставила перших людей на Місяць. 

Різновидом методу цільового програмування є 
лінійне цільове програмування, коли задача полягає 
у мінімізації адитивної цільової функції, створеної на 
основні відхилень ( та ) від цільових зазвичай супере-
чливих об'єктивних показників, значення яких має 

бути досягнуто, при лінійних обмеженнях. В якості 
обмежень виступають саме цільові показники, а та-
кож обмеження на використання ресурсів, досяг-
нення якісних параметрів, інших умов тощо.  

Термін «цільове програмування» використову-
ється у тому сенсі, щоб відобразити ідею, коли лю-
дина, яка приймає рішення, шукає не найкраще, 
тобто оптимальне, а скоріше таке рішення, яке «до-
сить гарне» або «досить близьке» до оптимального. 

Цільова функція задачі формується за наступ-
ними правилами [20]: 

1. Якщо невдача досягти j-ї мети виникає тоді,
коли досягнуте значення мети чисельно менше бажа-
ного її значення, то в цільову функцію вводиться так 
звана штрафна змінна . 

2. Якщо невдача досягти j-ї мети виникає тоді,
коли досягнуте значення мети чисельно більше бажа-
ного її значення, то в цільову функцію вводиться 
змінна . 

3. Якщо ж є бажання досягти точного значення
j-ї мети та штрафи визначені як за її недовиконання,
так і за перевиконання, то обидві змінні ( та ) вклю-
чаються в цільову функцію.

4. Цільова функція задачі цільового програму-
вання завжди прагне мінімуму, оскільки відбиває не-
обхідність мінімізації відхилень від заданих цілей. 

Залежно від використаного варіанта цільового 
програмування цільова функція задачі може бути 
представлена у вигляді алгебраїчної або зваженої 
суми відхилень, коли кожній цілі ставиться у відпові-
дність її вага в досягненні головної мети. Таким чи-
ном, модель задачі цільового програмування може 
бути представлена у наступному вигляді. 

Цільова функція – мінімізація відхилень від за-
даних цілей: 

𝑍 =∑𝑤𝑗𝐷𝑗
+(−)

𝑚

𝑗=1

→ 𝑚𝑖𝑛.

Обмеження: 
- на досягнення мети (цілей):

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝐷𝑗
− − 𝐷𝑗

+ = 𝐺𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ;

- на виконання інших умов (кількісних,
якісних тощо): 

∑𝑏𝑖𝑘𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

(
≤
=
≥
)𝐵𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ;

- на знак змінних:

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅; 𝐷𝑗
+(−) ≥ 0, 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ,

де 𝑥𝑖  – невідома прийняття рішень; 𝑎𝑖𝑗 – технологічні 

коефіцієнти цільових обмежень;  𝑏𝑖𝑘  – технологічні 
коефіцієнти нецільових обмежень; 𝐺𝑗 – цільові пока-

зники досягнення j-ї мети; 𝐷𝑗
+(−)

 – відхилення

(штрафи) від цільового показника j-ї мети («+» – пе-
ревищення значення показника, «─» – недосягнення 
значення показника); 𝑤𝑗 – вагові коефіцієнти важли-

вості досягнення j-ї мети; 𝐵𝑘 – показники нецільових 
обмежень. 

З метою забезпечення сумісності різних видів ці-
лей, відмінності між якими можуть проявлятися як за 
природою, так і за розмірністю, у цільовій функції це 
може бути відображено за допомогою відповідних на-
уково обґрунтованих або підібраних експертним шля-
хом вагових коефіцієнтів. 
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У багатьох ситуаціях людині, яка приймає рі-
шення, важко точно визначитися з відносною важли-
вістю цілей. У такому разі вдаються до превентивного 
підходу – Pre-emptive Goal Programming (або пріори-
тетного цільового програмування) як засобу, здатного 
допомогти вийти з ситуації [15]. Щоб його застосу-
вати людина, що приймає рішення, повинна проран-
жувати цілі, починаючи з найважливішої (1) і закін-
чуючи найменш важливою (m): 

𝑍1 >>> 𝑍2 >>> 𝑍3 >>> ⋯ >>> 𝑍𝑚. 
Так, вага першої мети значно вища за вагу другої 

мети, вага другої мети значно вища за вагу третьої 
мети і т.д. Таке визначення ваг гарантує, що людина, 
яка приймає рішення, насамперед прагнутиме дося-
гти більш важливої першої мети. Потім серед усіх то-
чок, що задовольняють першу мету, він намагати-
меться якомога ближче наблизитися до другої мети і 
т.д. Процес буде продовжуватися доки єдиним шля-
хом задовольнити певну мету нижчого рівня буде збі-
льшення відхилення від мети з більш високим пріо-
ритетом. 

Превентивний метод слід використовувати, коли 
цілі чітко пріоритетні, і між ними немає заміни, тобто 
жодний успіх у цілях з нижчим пріоритетом не може 
компенсувати погіршення результату у цілях з вищим 
пріоритетом. При правильному використанні преве-
нтивний метод може допомогти оптимізувати осно-
вну ціль, одночасно намагаючись дуже ефективно 
знайти хороші рішення для цілей з нижчим пріори-
тетом [12]. 

Задачі пріоритетного цільового програмування 
можуть бути розв’язані за допомогою розширеної ве-
рсії симплекс методу, відомої як симплекс метод ці-
льового програмування (goal programming simplex). 
Для цього цільова функція розбивається на m рядків, 
де j-й рядок відповідає j-й меті, у порядку зниження 
їхнього пріоритету: 

𝑍1 −𝑤1𝐷1
+(−) = 0;

𝑍2 −𝑤2𝐷2
+(−) = 0;
⋮ 

𝑍𝑚 − 𝑤𝑚𝐷𝑚
+(−) = 0. 

Після перетворень задача може бути 
розв’язана за допомогою симплекс методу цільо-
вого програмування (так звана лексикографічна 
мінімізація). Відмінності між цільовим симплекс 
методом та основною його версією наступні: 

1) стандартний симплекс метод оперує з од-
ним рядком цільової функції, у той час як цільо-
вий симплекс метод вимагає наявності m рядків 
цільової функції (за кількістю цілей); 

2) у цільовому симплекс методі використову-
ється наступний прийом для визначення змінної, 
що входить у базис: обирається ціль з найвищим 
пріоритетом (𝑗′), яка ще не досягнута; знаходиться 
змінна з максимальним позитивним коефіцієнтом 
у рядку для даної цілі; ця змінна вводиться в ба-
зис, що дозволяє знизити значення 𝑍𝑗′ і гарантує 

наближення до мети 𝑗′. У разі, коли жодна зі змін-
них з рядка 𝑗′ не може бути введена в базис без 
збільшення відхилення від деякої іншої мети з 
більш високим пріоритетом, то немає можливості 
наблизитися до досягнення мети 𝑗′. У цьому ви-
падку переходять до наступного рядка цільової 
функції, що відповідає меті 𝑗′ + 1, у спробі набли-
зитися до неї; 

3) коли здійснюється цикл перерахунку, він
стосується всіх рядків цільової функції; 

4) оптимальний результат буде досягнутий у
тому випадку, коли або всі цілі досягнуті (тобто 
коли 𝑍1 = 𝑍2 = ⋯ = 𝑍𝑚 = 0), або коли будь-яка на-
ступна змінна, яка має бути введена в базис і зни-
зити значення незадоволеної мети, збільшить від-
хилення від деякої мети, що має більший пріори-
тет. 

Основними напрямками застосування цільо-
вого програмування є: визначення кількості необ-
хідних ресурсів для досягнення бажаного набору 
цілей; визначення ступеня досягнення цілей з на-
явними ресурсами; забезпечення найкращого рі-
шення за умови різної кількості ресурсів та різних 
пріоритетів цілей.  

Розглянемо, як будуть виглядати моделі ме-
ханізмів пріоритетного розподілу ресурсів з вико-
ристанням цільового програмування. Слід зазна-
чити, що виокремлюють механізми прямих, зво-
ротних, абсолютних пріоритетів, конкурсні (без-
перервні та дискретні) та деякі інші [1, 2]. В основі 
перелічених механізмів розподілу лежать заявки 
учасників – тих, хто приймає участь в реалізації 
того чи іншого проєкту чи завдання. Так, у меха-
нізмі прямих пріоритетів функція заявки викона-
вця на ресурс є зростаючою, у механізмі зворотних 
пріоритетів – спадною, в механізмі абсолютних 
пріоритетів пріоритети виконавців фіксовані і не 
залежать від повідомлених ними заявок на ресурс. 
В конкурсних механізмах розподілу ресурсу пере-
можців конкурсу визначають на підставі певних 
процедур. 

Як було зазначено, згідно з [1, 2] в основі по-
будови оптимального плану розподілу ресурсів ле-
жать замовлення виконавців щодо кількості ресу-
рсу (𝑠𝑖), а також умова: 

𝑥𝑖(𝑠) =

{

𝑠𝑖 ,    якщо ∑𝑠𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑅

𝑚𝑖𝑛{𝑠𝑖 , 𝛾𝜓𝑖(𝑠𝑖)}, якщо ∑𝑠𝑖

𝑛

𝑖=1

> 𝑅

де n ─ число виконавців; {𝑠𝑖}𝑖∈𝑁 ─ множина заявок
виконавців; {𝑥𝑖}𝑖∈𝑁 ─ множина обсягів ресурсу, що
виділяють виконавцям; {𝜓𝑖(𝑠𝑖)}𝑖∈𝑁 ─ множина фу-
нкцій пріоритетів виконавців; 𝑅 ─ загальна кіль-
кість ресурсу; 𝛾 ─ деякий параметр, який відіграє 
роль нормування і вибирається з умови виконання 
балансового (бюджетного) обмеження:  

∑𝑚𝑖𝑛{𝑠𝑖 , 𝛾𝜓𝑖(𝑠𝑖)}

𝑛

𝑖=1

= 𝑅, 

тобто за будь-яких попередніх замовлень на ресурс з 
боку виконавців, загальна його кількість не може 
бути перевищена (а точніше, розподілена повністю). 

Параметр γ підбирається таким, щоб при даних 

заявках та функціях пріоритету в умовах дефіциту ро-
зподілявся в точності весь ресурс R. Параметр нор-
мування визначається за формулою: 

𝛾 =
𝑅

∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1

Виходячи з цього, маємо наступний вигляд 
умови розподілу ресурсу: 
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𝑥𝑖(𝑠) =

{

𝑠𝑖   ,    якщо ∑𝑠𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑅

𝑠𝑖
∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑅 , якщо ∑𝑠𝑖

𝑛

𝑖=1

> 𝑅  .

Досягнення мети ставиться в залежність від ро-
зподілу ресурсу: 

𝐺 = 𝑓(𝑥𝑖) =∑𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝐷− − 𝐷+,

або для кількох цілей 

𝐺𝑗 = 𝑓𝑗(𝑥𝑖) =∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝐷𝑗
− − 𝐷𝑗

+, 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ .

де 𝑎𝑖  (𝑎𝑖𝑗 ) ─ норматив ефективності (частка досяг-

нення) мети (j-ї мети) при виділенні i-му учаснику 
відповідної кількості ресурсу в обсязі 𝑥𝑖. 

У загальному вигляді задача цільового програму-
вання з розподілу ресурсу може бути представлена 
наступним чином: 

𝑍 =∑𝑤𝑗𝐷𝑗
+(−)

𝑚

𝑗=1

→ 𝑚𝑖𝑛;

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝐷𝑗
− − 𝐷𝑗

+ = 𝐺𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ;

∑𝑏𝑖𝑘𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

(
≤
=
≥
)𝐵𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ;

𝑥𝑖 ≤ 𝑠𝑖 , , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅;
або 

𝑥𝑖 ≤
𝑠𝑖

∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑅, 𝑖 = 1, 𝑛;̅̅ ̅̅ ̅̅

∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑅; 

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅;  𝐷𝑗
+(−) ≥ 0, 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ,

В задачі 𝑥𝑖  розглядається як кількість ресурсу, 
виділеного i-му учаснику. Крім зазначених, в моделі 
можуть також бути використані й інші додаткові 
змінні, які характеризують детальний розподіл виді-
леного ресурсу на виконання більш дрібних робіт.  

Накладення умов на змінну 𝑥𝑖 продиктовано не-
обхідністю врахувати вищезгаданий механізм розпо-
ділу ресурсу. При формулюванні конкретної задачі 
вибирається одне з двох обмежень, залежно від реа-
льних умов. 

Таким чином, перш ніж будувати модель, пере-
віряється, чи вистачить ресурсу на всіх бажаючих: 

∑𝑠𝑖 = 𝑅   ?

𝑛

𝑖=1

 

Якщо так, то в моделі використовується умова 

𝑥𝑖 ≤ 𝑠𝑖 , , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅,
якщо ні, то 

𝑥𝑖 ≤
𝑠𝑖

∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑅, 𝑖 = 1, 𝑛.̅̅ ̅̅ ̅

В якості ілюстративного прикладу застосування 
підходу розглянемо задачу з розподілом коштів на ре-
алізацію проєкту з організації рекламної кампанії. Бу-
демо розглядати безперервний підхід до розподілу ре-
сурсу, коли претендент, отримуючи ресурс в обсязі, 
меншому від запитуваного, може мати відмінний від 
нуля ефект. Прикладом такої ситуації є пропорційна 
залежність між ефектом і ресурсом (ефективність по-
стійна) [2]. 

Припустимо, що автомобільна компанія має на-
мір прорекламувати свої автомобілі з метою збіль-
шення їх продажів. Для цього вона має фінансові 
кошти в еквіваленті 600 тис умовних одиниць, які 
може витратити на рекламу. Пропозицією зацікави-
лися 2 медіахолдинги, перший з яких оцінює свої 
послуги в 400 умовних одиниць, а другий – у 500 умо-
вних одиниць. 

Враховуючи статистику попередніх продажів ав-
томобілів відомо, що основними клієнтами автомобі-
льної компанії є три категорії людей: чоловіки з ви-
соким рівнем доходу (ЧВРД), жінки з високим рівнем 
доходу (ЖВРД) і особи (будь-якої статі) з середнім 
рівнем доходу (ОСРД). Компанія бажає, щоб рекла-
мою їх автомобілів було охоплено щонайменше 8 тис 
ЧВРД, 5 тис ЖВРД і 4,5 тис ОСРД.  

Медіахолдинги можуть створити і розмістити ре-
кламу у різних джерелах: на телебаченні, FM-стан-
ціях та с інтернеті. В залежності від категорій корис-
тувачів автомобілів, загальне потенційне охоплення 
рекламою представлено в табл. 1. 

Необхідно визначити, яким чином розподілити 
виділені кошти на рекламу між медіахолдингами, щоб 
забезпечити максимальне охоплення зазначених ка-
тегорій людей. 

Таблиця 1. Вихідні дані задачі з розподілу ресурсу 

Медіа-
холдинг 

ЧВРД ЖВРД ОСРД 
Максимально  

бажаний бюджет 

МХ1 7 4 5 400000 

МХ2 4 6 4 500000 

Для побудови математичної моделі задачі вико-
ристаємо наступні позначення: 

𝑥𝑖   ─ кількість коштів, виділених i-му медіахол-

дингу, 𝑖 = 1,2; 
𝑠𝑖   ─ замовлення на кошти i-го медіахолдингу, 

𝑖 = 1,2; 
𝑅  ─ загальна кількість коштів, спрямована на 

проведення рекламної кампанії; 
𝑦𝑖𝑗 ─ частка коштів, спрямована i-м медіахолди-

нгом на виготовлення реклами для привернення 
уваги людей j-ї категорії з розрахунку на 1 тис осіб, 

𝑖 = 1,2 , 𝑗 = 1,3; 
𝐵𝑗  ─ бажаний показник охоплення рекламою 

споживачів j-ї категорії, 𝑗 = 1,3; 
𝑏𝑖𝑗  ─ потенційний показник охоплення рекла-

мою i-м медіахолдингом споживачів j-ї категорії, 𝑗 =

1,3; 

𝐷𝑗
−(+)

 ─ відхилення від досягнення мети щодо

охоплення рекламою j-ї категорії людей, 𝑗 = 1,3, та 
розподілу ресурсу 𝑗 = 4.  

Математична модель у загальному вигляді ви-
глядає наступним чином: 

Цільова функція – мінімізація відхилень від до-
сягнення цілей: 

𝑚𝑖𝑛𝑍 =∑𝐷𝑗
−

4

𝑗=1

; 

обмеження: 
1) на використання ресурсу

∑𝑥𝑖

2

𝑖=1

+ 𝐷4
− − 𝐷4

+ = 𝑅;
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2) на неперевищення кількості виділеного ре-
сурсу розміру максимального замовлення 

𝑥𝑖 ≤ 𝑠𝑖 , 𝑖 = 1,2; 
або 

𝑥𝑖 ≤
𝑠𝑖

∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑅, 𝑖 = 1,2;̅̅ ̅̅ ̅

3) на досягнення цілей з охоплення рекламою
споживачів 

∑𝑏𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗

2

𝑖=1

+ 𝐷𝑗
− − 𝐷𝑗

+ = 𝐵𝑗 , 𝑗 = 1,3;

4) на ув'язування змінних з виділення коштів та
пайовим їх розподілом на виготовлення реклами для 
різних категорій споживачів 

𝑠𝑖 (∑𝑦𝑖𝑗

3

𝑗=1

) = 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2; 

5) на повний розподіл коштів між категоріями
споживачів 

∑𝑦𝑖𝑗 = 1;

3

𝑗=1

 

6) на невід’ємність змінних

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, 𝑦𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, 𝑗 = 1,3; 𝐷𝑗
−(+) ≥ 0, 𝑗 = 1,4.

При побудові розгорнутої моделі обмеження 2) 
та 4) слід об’єднати, оскільки обмеження 4) є деталі-
зацією (уточненням) обмеження 2). Крім того, врахо-
вуючи, що сума максимальних замовлень медіахолди-
нгів (900000) перевищує загальний ресурс (600000), 
обмеження 2) буде представлене з урахуванням пара-
метру нормування  

𝛾 =
𝑅

∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1

=
600000

400000 + 500000
=
2

3
. 

Підставляючи вихідні дані, отримуємо модель у 
розгорнутому вигляді (с початку будемо вважати, що 
цілі мають однаковий (рівний) пріоритет, в подаль-
шому – застосуємо пріоритетність цілей): 

𝑚𝑖𝑛𝑍 = 𝐷1
− + 𝐷2

− + 𝐷3
− + 𝐷4

−;
𝑥1 + 𝑥2 + 𝐷4

− − 𝐷4
+ = 600000;

𝑥1 ≤
2

3
∙ 400000 ∙ (𝑦11 + 𝑦12 + 𝑦13)  ⇒ 𝑥1

≤ 266667 ∙ (𝑦11 + 𝑦12 + 𝑦13)  ⇒ 
𝑥1 − 266667 ∙ (𝑦11 + 𝑦12 + 𝑦13) ≤ 0;

𝑥2 ≤
2

3
∙ 500000 ∙ (𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23)  ⇒  𝑥2

≤ 333333 ∙ (𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23)  ⇒
𝑥2 − 333333 ∙ (𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23) ≤ 0;

7𝑦11 + 4𝑦21 + 𝐷1
− − 𝐷1

+ = 8;
4𝑦12 + 6𝑦22 + 𝐷2

− − 𝐷2
+ = 5;

5𝑦13 + 4𝑦23 + 𝐷3
− − 𝐷3

+ = 4,5;
𝑦11 + 𝑦12 + 𝑦13 = 1; 
𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23 = 1; 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑦11 ≥ 0, 𝑦12 ≥ 0, 𝑦13 ≥ 0, 𝑦21 ≥ 0, 𝑦22 ≥ 0, 𝑦23 ≥ 0,  
𝐷1
− ≥ 0,𝐷1

+ ≥ 0, 𝐷2
− ≥ 0,𝐷2

+ ≥ 0,𝐷3
− ≥ 0,𝐷3

+ ≥ 0,𝐷4
− ≥ 0, 𝐷4

+ ≥ 0.
Розв’язання задачі відбувалося за двома різними 

варіантами використання обмеження 2): з врахуван-
ням параметру нормування (результати рішення – у 
табл. 2) та без нього (табл. 3) – на основі реальних 
замовлень медіахолдингів на фінансовий ресурс. 

Загалом розглянуто по 7 варіантів для кожного з 
двох випадків застосування умови 2). Розглянуто мо-
делі як без, так і з використанням вагових коефіціє-
нтів (пріоритетів цілей): 300, 200 та 100 (300 – найви-
щій пріоритет), призначених у вільний спосіб.  

Аналіз отриманих результатів показав, що при 

застосування параметру нормування (𝛾 =
2

3
) розподіл 

ресурсу між медіахолдингами відбувся у відповідності 
до заявок, скоригованих на величину параметру: 𝑥1 =
266667; 𝑥2 = 333333. Ігнорування параметру призвело 
до того, що ресурс в повному обсязі отримав другий 
медіахолдинг (𝑥2 = 500000), при чому збільшення за-
мовлення МХ2 до максимально можливого (600000) 
призведе до того, що перший медіахолдинг в умовах, 
що склалися, взагалі не отримає фінансування. 

Розглядаючи варіанти рішення задачі для умов з 
параметром нормування (табл. 2), можна побачити, 
що для першого медіахолдингу не слід розробляти ре-
кламу для другої групи автокористувачів – жінок з 
високим рівнем доходу: 𝑦12 = 0 по всіх варіантах рі-
шення. Для МХ1 в чотирьох з семи варіантів слід по-
вністю зосередити свої зусилля на рекламі для чоло-
віків з високим рівнем доходу, а в трьох випадках – 
ще й для осіб з середнім рівнем доходу (у різних про-
порціях). МХ2 у п’яти з семи варіантів бажано в за-
даних умовах займатися розробкою рекламної проду-
кції переважно для жінок з високим рівнем доходу 
(𝑦22 = 0,833).

Таблиця 2. Результати розв’язання задач за варіантами пріоритетності цілей 
з урахуванням параметру нормування  

Змінні 
Базовий 

(безпріорите-
тний) 

З пріори-
тетами 
1-2-3

З пріори-
тетами 
1-3-2

З пріори-
тетами 
2-1-3

З пріори-
тетами 
2-3-1

З пріори-
тетами 
3-1-2

З пріори-
тетами 
3-2-1

1 2 3 4 5 6 7 8 

x1 266667 266667 266667 266667 266667 266667 266667 

x2 333333 333333 333333 333333 333333 333333 333333 

y11 1 1 1 1 0,233 0,9 0,233 

y12 0 0 0 0 0 0 0 

y13 0 0 0 0 0,767 0,1 0,767 

y21 0,167 0,167 0,250 0,167 0,000 0 0,000 

y22 0,833 0,833 0,000 0,833 0,833 0 0,833 

y23 0 0 0,75 0 0,167 1 0,167 

D1- 0,333 0,333 0,000 0,333 6,367 1,7 6,367 

D1+ 0 0 0 0 0 0 0 

D2- 0 0 5 0 0 5 0 

D2+ 0 0 0 0 0 0 0 

D3- 4,5 4,5 1,5 4,5 0 0 0 

D3+ 0 0 0 0 0 0 0 
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Закінчення табл. 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 

D4- 0 0 0 0 0 0 0 

D4+ 0 0 0 0 0 0 0 

Обмеження 

На загальний ресурс 600000 600000 600000 600000 600000 600000 600000 

На величину ресурсу 
для 1МХ 

0 0 0 0 0 0 0 

На величину ресурсу 
для 2МХ 

0 0 0 0 0 0 0 

Мета 1 8 8 8 8 8 8 8 

Мета 2 5 5 5 5 5 5 5 

Мета 3 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 

Дольова участь 1МХ 1 1 1 1 1 1 1 

Дольова участь 2МХ 1 1 1 1 1 1 1 

Цільова Функція 4,833 550,000 800,000 516,667 636,667 1090 636,667 

Аналізуючи результати, можна сказати про ба-
жаність в багатьох випадках використання спеціалі-
зації при розробці рекламної продукції, про що свід-
чать або рівні одиниці, або близькі до неї значення 
змінних 𝑦𝑖𝑗 – часток коштів медіахолдингів, спрямо-

ваних на привернення рекламою уваги людей певних 
категорій. 

За зазначеними при постановці задачі умовами, 
третя мета у трьох із семи випадках взагалі не може 
бути досягнута (𝐷3

− = 4,5), а в одному випадку – не
повністю (𝐷3

− = 1,5). Решта варіантів передбачає або
найвищу, або другу ступіть пріоритетності третьої 
мети. 

По другій меті можна сказати про два випадки її 
недосягнення  – коли вона має найнижчій пріоритет. 

З результатів рішення задач без врахування па-
раметру нормування (табл. 3) можна зробити ті ж самі 
висновки, при чому, як зазначалося, переважна біль-
шість ресурсу буде спрямована другому медіахолди-
нгу. Але, якщо орієнтуватися лише на МХ2, то отри-
маний розподіл коштів з подальшим їх спрямуванням 
на розробку реклами для відповідних категорій спо-
живачів може спричинити суттєве недосягнення ці-
лей з охоплення рекламою автомобільної компанії 
певних їх категорій.  

Таблиця 3. Результати розв’язання задач за варіантами пріоритетності цілей 
без урахування параметру нормування 

Змінні 
Базовий 

(безпріорите-
тний) 

З пріори-
тетами 
1-2-3

З пріори-
тетами 
1-3-2

З пріори-
тетами 
2-1-3

З пріори-
тетами 
2-3-1

З пріори-
тетами 
3-1-2

З пріори-
тетами 
3-2-1

x1 100000 100000 100000 100000 100000 100000 100000 

x2 500000 500000 500000 500000 500000 500000 500000 

y11 1 1 1 1 0,233 0,9 0,233 

y12 0 0 0 0 0 0 0 

y13 0 0 0 0 0,767 0,1 0,767 

y21 0,167 0,167 0,250 0,167 0,000 0 0,000 

y22 0,833 0,833 0,000 0,833 0,833 0 0,833 

y23 0 0 0,75 0 0,167 1 0,167 

D1- 0,333 0,333 0,000 0,333 6,367 1,7 6,367 

D1+ 0 0 0 0 0 0 0 

D2- 0 0 5 0 0 5 0 

D2+ 0 0 0 0 0 0 0 

D3- 4,5 4,5 1,5 4,5 0 0 0 

D3+ 0 0 0 0 0 0 0 

D4- 0 0 0 0 0 0 0 

D4+ 0 0 0 0 0 0 0 

Обмеження 

На загальний ресурс 600000 600000 600000 600000 600000 600000 600000 

На величину ресурсу 
для 1МХ 

-300000 -300000 -300000 -300000 -300000 -300000 -300000

На величину ресурсу 
для 2МХ 

0 0 0 0 0 0 0 

Мета 1 8 8 8 8 8 8 8 

Мета 2 5 5 5 5 5 5 5 

Мета 3 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 

Дольова участь 1МХ 1 1 1 1 1 1 1 

Дольова участь 2МХ 1 1 1 1 1 1 1 

Цільова Функція 4,833 550,000 800,000 516,667 636,667 840 636,667 
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Формулюючи висновки, слід приймати до уваги 
певні припущення (або спрощення), які стосуються 
розглянутої моделі, основне з яких полягає в тому, 
що розглядається безперервний (а не дискретний) 
підхід до розподілу ресурсу, тобто віддача від його кі-
лькості, що є у виконавця, постійна і навіть не зале-
жить від того, чи повністю задоволена його заявка. 

Ще одним спрощенням, використаним у моделі, 
було визначення рівня пріоритетності цілей, яке було 
здійснено спрощеним способом шляхом призначення 
довільних вагових коефіцієнтів, що істотно відрізня-
ються за величиною.  

Висновки. В результаті проведеного досліджен-
ня було визначено, що задачі розподілу ресурсів є 
дуже складними, комплексними, багатовимірними та 
супроводжуються великою кількістю труднощів, 
пов’язаних з елементами невизначеності, багатокри-
теріальності та чималої кількості альтернативних під-
ходів до їхнього розв’язання. 

Дослідження показало, що процес моделювання 
розподілу ресурсів потребує значних зусиль, а також 
уточнень і корегувань, висунення припущень та об- 

межень, та виявлення обставин, які впливають на 
розподіл. 

В якості підходу, який пропонується застосову-
вати для розв’язання задач розподілу ресурсів, розг-
лядається цільове програмування, яке в поєднанні з 
механізмами пріоритетного розподілу дає можливість 
підійти комплексно для отримання оптимального ре-
зультату. 

Головною перевагою цільового програмування є 
його простота та легкість використання. Задачі мо-
жуть бути розв'язані або за допомогою програмного 
забезпечення лінійного програмування або, у випадку 
лексикографічного варіанту, як серію пов'язаних лі-
нійних задач. 

Одним з недоліків цільового програмування є 
нездатність отримувати Парето-ефективні рішення, 
але, тим не менш, отримання певних орієнтирів щодо 
можливості досягнення цілей дає право на викорис-
тання цього методу в теорії прийняття рішень. 

Однак, незважаючи на можливі певні недоліки 
отриманих моделей, вони можуть бути покладені в 
основу розробки рекомендацій для покращення ме-
ханізмів розподілу ресурсів. 
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Іванов С. М. Теоретико-прикладні питання використання цільового програмування в задачах розподілу 
ресурсів 

Стаття присвячена питанням використання цільового програмування у поєднанні з пріоритетними меха-
нізмами розподілу ресурсів для побудови моделі і розрахунку оптимальних варіантів розподілу в залежності 
від пріоритетності цілей, на які спрямовані ресурси. Розглянуто теоретичні аспекти застосування цільового 
програмування та різних способів представлення цілей на основі лінійного програмування. Побудовано опти-
мізаційну модель з вбудованим в неї принципом розподілу ресурсу на основі пріоритетного механізму. Вико-
ристання підходу проілюстровано умовним прикладом, на основі якого проведено розрахунки для кількох 
варіантів розподілу ресурсу в залежності від пріоритетності цілей. Розрахунки показали, що ранжування цілей 
за ступенем важливості суттєво впливає на оптимальні рішення. Це дає можливість вибрати в конкретних 
умовах той варіант рішення, який принесе найкращій результат. Розрахунки також показали важливість ви-
користання спеціалізації при спрямуванні отриманих ресурсів на конкретні дії. Запроваджений підхід може 
бути покладений в основу розробки рекомендацій для покращення механізмів розподілу ресурсів. 

Ключові слова: розподіл ресурсів, механізми розподілу, моделювання, цільове програмування. 

Ivanov S. Theoretical and applied issues of using goal programming in resource allocation problems 
The article is devoted to the use of goal programming in combination with priority resource allocation mechanisms 

for building a model and calculation an optimal distribution options depending on the priority of the goals to which 
the resources are directed. Theoretical aspects of the goal programming application and various ways of representing 
goals based on linear programming are considered. An optimization model is constructed with a built-in resource 
allocation principle based on a priority mechanism. The use of the approach is illustrated by a conditional example, 
based on which calculations were made for several options for resource allocation depending on the priority of goals. 
The calculations showed that the ranking of goals by degree of importance significantly affects the optimal solutions. 
This makes it possible to choose the solution that will bring the best result in specific conditions.. The calculations also 
showed the importance of using specialization in directing the received resources to specific actions. The introduced 
approach can be used as a basis for developing recommendations for improving resource allocation mechanisms. 

Keywords: resource allocation, allocation mechanisms, modeling, goal programming. 
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